NUMWORKS Fiche d’activité Seconde

Approximation de Pi

Cette méthode s’inpire de celle d’Archimede, a l'origine du premier algorithme de calcul pour déterminer la va-
leur de . Nous allons cependant nous faciliter la tache en utilisant la trigonométrie... que ne connaissait pas
Archimede!

D’abord un carré. ..

On considere un cercle de rayon 1 dans lequel est ins-
critun carré. Ce cercle est lui-mémeinscritdansun autre
carré.

On fait maintenant 'hypothése que le périmetre du
cercle est compris entre celui des deux carrés.

Exprimer le périmétre de ces deux carrés et en déduire
un encadrement de 7.

On commence par s’intéresser au carré intérieur. On sait que le cercle admet pour rayon 1. Cela signifie que
les diagonales du carré sont égales a 2 et on en déduit le c6té d’un carré

27 =22 «— =2

D'oU Pi,; = 44/2. On S'intéresse ensuite au carré extérieur : il s'agit d’un carré de coté 2, d’ol P, = 8.
Le périmetre du cercle est encadré par les périmetres des deux carrés, donc:

Py <27 < Py < 2V/2<m<4
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... puisun hexagone...
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On reprend le méme type de raisonnement mais en
remplacant maintenant les carrés par des hexagones ré- . | .EO
guliers. 0 g

1. Ons’intéresse a l'angle formé en O par les points O, Iy et I. Que peut-on dire sur cet angle? En déduire
la nature du triangle Oy Iy, puis un périmetre de ’lhexagone intérieur.

2
L’angle au centre de I'hexagone est égal a % = g Le triangle est donc équilatéral et Py,; = 6.

2. Quelle est la nature du triangle OE Ey? En déduire une expression du segment [EEp] a 'aide des rela-
tions trigonométriques, puis du périmetre de 'hexagone extérieur.

OE est une hauteur dans les triangles OEgE; et OIpl;. Le triangle OE Ey est donc rectangle et
d’apres les relations trigonométriques, EFy = tan (%) D'ou :

Pyt = 12tan (%)

3. Endéduire un encadrement de .

Pt <2n < Py <— 3 < 7w <6btan (%)
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... etenfin un polygone quelconque!

On considere maintenant un polygone régulier de n co-

(o) tés.

1. Que vaut l'angle au centre d’un tel polygone? En déduire la longueur d’'un c6té du polygone intérieur,

puis son périmetre.

Dans un polygone régulier de n cotés, l'angle au centre est égal a 2% Le triangle formé par deux
points successifs du polygone et le centre de celui-ci est un triangle isocele. Ce triangle isocele peut
étre divisé en deux triangles rectangles dans lesquels on applique les relations trigonométriques :
En suivant les notations de la figure ci-dessus, on obtient sin (%) = HI,,dou:

Pt = 2nsin (f)
n
2. Comme précédemment, on remarque que le triangle formé par le centre du polygone et deux points

du polygone extérieur (tel que 'un d’eux est situé sur le cercle) est un triangle rectangle. En déduire la
longueur d’un coté du polygone extérieur, puis son périmetre,

En utilisant les notations de la figure ci-dessus, on obtient tan (f) = FFEqy, dou:
n
Pt = 2ntan (I)
n
3. Endéduire un encadrement de 7 pour un polygone a n cotés.

. T T
P <2m < P,y <= nsin (7) <m <ntan (f)
n n

4. Tracer les deux courbes f (z) = x sin (f) etg(z) = ztan (I) dans une méme fenétre, pour des
X T
valeurs de x allant de 3 a 20. Que constate-t-on? Comment obtenir une approximation plus précise de

w?
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Fonctions Graphigue Tableau L'écart entre les deux courbes semble se réduire
L) (&) GECE O LA AL lorsque x tend vers des valeurs tres grandes. On
5 peut poser 'hypothese qu’elles admettent toutes

les deux une asymptote horizontale en x = .
¢ Pour réduire 'écart entre les valeurs de 'encadre-
. ment et se rapprocher de la valeur exacte de , il
/—’_ﬂ 12 16 2 faudrait que n soit tres grand.

¥=4 8 g(x) =3 6B3163542

Avec un peu de python!

On aimerait réaliser un algorithme qui calcule ['écart entre les deux bornes de l'encadrement, et renvoie le
nombre de cotés du polygone pour lequel cet écart dépasse une valeur p.

Combien de cbtés comporte le polygone pour lequel la différence entre le périmétre extérieur et le périmetre
intérieur est inférieure 3 0,017

%lfmm math mport & >>> from test import *
Sdef ecart(p) »>»>» ecart(@.01)

4 n=2 40

5 while nxtan(pifn) - nxsin(pi/n) > p: e |

5] n+=1

T return n
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