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Fonction Smile

Contexte

Fonctions Graphique Tableau

En 2011, un phénomene s’est répandu sur Internet au-
Auto Axes Haviguer Caleul N , X

pres de tous les amoureux des mathématiques : un pro-
fesseur était parvenu a reproduire la chauve-souris de

Batman a l'aide d’une unique équation mathématique.

On peut simplifier cette équation en 6 équations plus
petites et le principe parait alors simple : chaque équa-
tion permet de représenter un morceau du dessin.

®=0 fix)=-3

Fonctions définies par morceaux

Une fonction définie par morceaux est une fonction dont la définition differe en fonction de son domaine de
définition. On propose par exemple la fonction suivante :

r+2 sizr<4
6 sizx >4

f(x) =

Sur la calculatrice, on entre deux fonctions distinctes, cependant on utilise le menu de chacune de ces fonctions
pour modifier leur domaine de définition.

m Fonctions Graphique Tableau
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Fonction valeur absolue

On connaitlanotation de lavaleurabsolue. Onl'utilise, par exemple, pour exprimer la distance entre deux points.
Sa valeur est toujours positive. Ainsi, la fonction valeur absolue est une fonction définie par morceaux :

—x siz <0
flz)=

x si>0

1. Quelle est la parité de la fonction valeur absolue?
La fonction semble paire. Démontrons-le par le calcul: f (—z) = |—z| = |z| = f (z)

2. Onaimerait modifier la fonction afin que sa représentation graphique soit inversée par rapport a l'axe des
abscisses et que la “pointe” soit dirigée vers le haut. Quelle est la définition de cette nouvelle fonction?

fx) ==z
3. On aimerait maintenant modifier la fonction initiale afin que sa représentation graphique soit décalée
vers le haut. Proposer une fonction qui remplisse cette condition.
f(@) =zl +3
4. Méme question pour que la représentation graphique de la fonction soit décalée vers la droite.

La fonction aurauneforme f (z) = |z — a| . Sia > 0, la courbe sera décalée vers la droite. Sia < 0,
elle sera décalée vers la gauche.

5. Méme question pour que la représentation graphique de la fonction soit plus ou moins évasée.

La fonction aurauneforme f (z) = a|z|. Sia < 0, la courbe représentative de la fonction sera plus
large. Al'inverse, sia > 0, la courbe sera plus étroite.

Fonctions Graphique Tableau
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On propose d’écrire une fonction mathématique définie
entrois morceaux dont la représentation graphique sera 3l
un visage stylisé.

®x=1 h{x)=2. 25

1. Au vu de leur représentation graphique, de quels types seront les fonctions associées aux yeux? Et au

sourire?

Valeur absolue — Second degré — Ensemble de définition — Parité 2



NUMWORKS Fiche d’activité Seconde

On utilisera unefonction composée de la valeur absolue pourtracer les yeux, une fonction du second
degré pour le sourire.

2. Rechercher des exemples de fonctions dont le résultat sapproche des éléments du dessin proposé.

On attend des fonctions detype f (z) = — |axz + b|+cet f () = — |ax — b|+c pour les fonctions
des yeux.

3. Proposer une fonction f (x) définie par morceaux qui respecte la symétrie demandée.

On propose par exemple la fonction suivante :

— |2z +3|+5 sixze[-2;-1]
f(x) = 10,2522 +2 size]-1;1]
— |22 —-3|+5 sizell;2

4. Pour les éleves les plus intrépides : on cherche a reproduire trés exactement le dessin précédent. L'oeil
droitadmetun sommeteny = 5 et passe par les points de coordonnées (1; 4) et (2; 4). Etablir le systeme
d’équations correspondant a 'énoncé et le résoudre.

D’apres les indications proposées, la fonction correspondant a l'oeil droit doit étre de la forme
—|la—bl+5=4

—12a—-b+5=4

Pour résoudre le systeme en tenant compte de la valeur absolue, il faudra résoudre quatre systemes
d’équations. L'un d’eux admet a = 0 et est donc a écarter. Deux autres admettentb < 0.

Il reste donc la solution telle que: f () = — |2z — 3| + 5.

—lax — b] + 5 avech > 0dou:

Valeurs “interdites” et ensemble de définition

Comme nous l'avons expliqué en introduction, la fonction de Batman est une fonction unique, et surtout, une
fonction qui nest pas définie par morceaux. Son expression est telle qu’elle n'admet de représentation graphique
que sur des intervalles restreints. Nous allons nous intéresser a 'un des extraits de cette équation :

_ |(z —0,5) (x +0,5)|
1) 2’25\/ 0.5-2)(0.5+2)

Quelle est la représentation graphique de cette fonction? Quel est son ensemble de définition? Commenter
l'utilisation d’une telle expression.

La fonction est représentée par une droite horizontale d’équation y = 2, 25. Cependant, la fonction étant
définie sur un intervalle restreint, sa représentation graphique ne s’étend quentre z = —0,5etx = 0, 5.
En effet, l'utilisation de la racine carrée réduit 'ensemble de définition.
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Le radicande doit étre positif ou égal a 0, ce qui implique que le numérateur et le dénominateur de la fonc-
tion sont de méme signe. Le numérateur étant toujours positif, lensemble de définition est restreint aux
valeurs de x pour lesquelles le dénominateur l'est aussi (strictement positif, car une dénominateur ne peut
pas étre égal a 0), autrement dit pour lesquelles: 0,5% — 22 > 0 +» x € ]-0,5;0, 5[

On remarque que la fraction exprimée sous le radical est égale a 1. Sa seule utilité était donc bien de re-
présenter une portion de la droite d’équation y = 2,25 en utilisant les propriétés de la racine carrée et de la

valeur absolue.

C'est ce méme principe qui est utilisé pour chacune des équations de la fonction de Batman!
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